RESUMO PARA PROXIMAS AULAS - ALGEBRA LINEAR

. . — — ~ ~ — . 4 4 . .
Sejam dois vetores, v e vs, ndo-paralelos. Entao, para cada vetor v, exite uma s6 dupla de nimeros reais a; e as tais que
— — —

U =a1v1 + asvs |

Neste caso, dizemos que:

[§]

S, . 1. NN
¥ é combinagao linear de vy e vg
— == 2

B ={v{,v3} é base

Notagao: ' = (a1, a2)z ou vp = (a1,a2)

=, = :
N e1 L es (ortogonais)
Uma base {e7, ez} é ortonormal se { ¢

|er| = |ez| = 1 (unitarios)

y Base canénica de R? é a base C' = {;,;} onde 7 = (1,0) e j = (0,1).

) / ¥ =i +yj
v y) (

. ¥ = (z,y) (expressao analitica)
x

Exemplo 1 Sendo ¥ = 107 + 2;', 7 =3i+ 5; el =—i+ 2}, expressar U como combinagdo linear de vy e vy

{ ¥ = (10,2)

v =(3,5) = v=av]+bvz = (10,2) =a(3,5)+b(—1,2)
U3 (_172)

V2

= (10,2) = (3a,5a) + (—b, 2b) = (3a — b, 5a + 2b)

3a—b=10 6a — 2b =20
:'{ 5a 4 2b = 2 ;‘{ 5a 4 2b = 2

Somando as duas equacées, tem-se: 11a = 22 :. Substituindo em 3a —b =10, 6 —b =10 :>.

N — —
Portanto, | v = 2v] — 4vs |.

Exercicio 1 Dados os vetores @ = 2i — 35', v=1 —f ew=—2+ f, determinar:
a) 24 —
b) U — 1+ 2w

1
¢) 5il 20—

Exercicio 2 Dados os vetores U, U e W, escrever W como combina¢do linear de i e U, nos sequintes casos:

a) il = (2,—4), T = (=5,1) e @ = (—12,6)
b) i = —4i+], T=2 ed =—2i+2]

¢)i=4j,0=—2i+8] el =1



VETORES NO ESPACO (R?)

z
(eixo das cotas)

Base canénica dos vetores no espaco é a base B = {Z, 7 E},
onde 7 = (1,0,0), 7 = (0,1,0) e k = (0,0, 1).

Todo vetor ¥ pode ser expresso como combinagao linear dos vetores de B.

Uzm?—i—yf—i— 2k

5,
3 >
e y

o 1
ou \\l \ -
________ L feixo das ordenadas)

v = (z,y, 2) (expressdo analitica de ¥)

X
(eixo das abcissas)

Exemplos: 21 —3j + k= (2,-3,1)  i—j=(1,-1,00 2j—k=(0,2,—-1) 4k =(0,0,4)

Todas as definicdes e operacoes vistas para vetores no R? sdo similares em R3. Exemplos:

1) Dados os pontos A (1,—2,4) e B(—1,4,2), AB=DB- A= (-1,-3,1) — (—-1,4,2) = (0,—7,-1)

2) Dados @ = (—2,5,3) e = (4,1, —1), @+ 27 =(—2,5,3)+2(4,1,—1) = (=2,5,3) + (8,2, -2) = (6,7,1)

Exercicio 3 FExpressart como combinacao linear dos demais vetores, nos sequintes casos:

a)ﬁzz—j,ﬁzﬁefzf—j—&—@g
b) @ =(1,2,3), 7= (-1,1,0), @ = (0,0,2) et = (1,4, —3)

Exercicio 4 Encontrar o vértice oposto a B no paralelogramo de vértices consecutivos ABCD, sendo A (3,—-2,4), B(5,1,-3) e
C(0,1,2).



PRODUTO ESCALAR de dois vetores

e Em IR?: Se i = (x1,y1) e U = (x2,y2) entdo ’ U-U=x129 +y1y2 | Obs: @ -7 ou (@, V) (lé-se u escalar v)

—

e Em IR?: Se i@ = (w1,y1,21) e U = (22, Y2, 22) sd0 dois vetores no IR? entdo @ - ¥ = x122 + y1y2 + 2122

Exemplo 2 (—-1,2)-(5,2) =(-1) x54+2%x2=-5+4=-1
(—1,2,0)- (5,2,3) = (1) x5+ 2x2+0x3=—5+4+0=—1

Exercicio 5 Dados os vetores @ = (2,—3,—1) e ¢ = (1,—1,4), calcular
a) i-d
b) 24 - (—0)

)i d—i T

d) @ (i — )

Propriedades do Produto Escalar Para quaisquer vetores vetores #, v e @ e numero real «, sao validas:
Vi -d=70-1 5) il - @i = ||
Q)i (U4+d)=u-74+d- @ 6) |t - 7] < |d]|7] (Desigualdade de Schwarz)
3) a(u-?) =(at) V=1 (a?) 7) @+ V| < |u| + |0] (Desigualdade Triangular)
) ad-u>0,sei#0etd-u=0,seud=0
MODULO de um vetor
=3 Pelo Teorema de Pitagoras,
ﬂ) \17\2:;102—1—3/2:&"17 ou ||[#] =22+ y2=Vi-d

—_—

O médulo do ¥ = (x,y,2) de R® é dado por |#] = /22 + 2 + 22 = Vi - Q.

Exemplo 3 |(2,-3)] = 4/22 + =V4+9=+13 (3,1, =1)] = /32 + 12+ (-1)* = VI

1) e C(3,3).

Exemplo 4 Determinar o perimetro e a drea do tridngulo de vértices A, B e C, onde A(0,1), B (3,

A distancia entre dois pontos A e B € ’A_B)‘ Entao

AB| =B~ A =[(3,1) - (0,1)| =|(3,0)| =3
AC| = 10— A =1(3,3) - (0,1)| = (3,2 = VO Td= VI3 ={P=5+VI3|
BC|=|C - B|=](3.3) — (3,1)| =1(0,2)| =2

Exercicio 6 Determinar o perimetro do tridingulo de vértices A, B e C, onde A(—1,2,3), B(—3,6,0) e C(—4,7,2).



Definicao geométrica de produto escalar
U
i |9]°

Se os vetores 4 e U sao paralelos entao 6 = 0, se possuem o mesmo sentido ou 6 = 7w ou 180° se os sentidos sdo opostos.

Se @ e ¥ séo vetores ndo-nulos e # o angulo entre eles (0 < 6 < 7 rad), entdo @ - ¥ = || |0] cosf ou cosf =

£l
=1

S o . ~ ™ ™ [ [
Se os vetores U e U sao ortogonais entao 6§ = 3 € Cos 5 =0. ’Logo, Ul v se, e somente se, u- v = 0. ‘

O vetor 0 é ortogonal a todo vetor, isto €, 0.7 = 0, para todo 7.

Exemplo 5 Mostrar que os sequintes pares de vetores sao ortogonais:
a)d=(1,-2) ed=(2,1) T-7=124+(-2).1=0
b)i=(1,-2,3) e ¥ = (4,5,2) - 7=144+(-2).54+32=4-104+6=0
Exemplo 6 Calcular os angulos internos do triangulo de vértices A(2,1,3), B(1,0—1) e C'(—1,2,1).

—

i=AB=B—-A=(1,0,-1)—(2,1,3) = (-1,-1,-4) il = /(=1,-1,-4) - (=1,-1,—4) = V18
F=AC=C—-A=(-1,21)—(2,1,3) = (-3,1,-2) |v] = /(=3,1,-2) - (=3,1,-2) = V14
@=BC=C-B=(-1,21) - (1,0,—1) = (-2,2,2) |b| = \/(—2,2,2) - (-2,2,2) = V12
0-v=(-1,-1,-4)-(-3,1,-2) = 10
G0 = (—1,—1,-4)-(~2,2,2) = -8
17117:( 37 ) ) (727272)*4
~ T 10 10 10
cosA = —— = = = A = arccos ~ 51
[l lo]  V18v14  V18V14 V18v/14
oW d @@ _ 8
cos B = — = ——— = = B = arccos ~ 57
(=)l el VIsVI2 V1812
o (=0 (—®) T 4 ~ 4
cosC = — = = ==(C=—-—~T72 51 + 57+ 72 =180
[ (=) (o] w] - Vvi4v12 V14V12

Exercicio 7 Provar que os pontos A(—1,2,3), B(—3,6,0) e C (—4,7,2) sdo vértices de um triangulo retdngulo em B.

Exercicio 8 Dados os pontos A(—1,0,5), B(2,—1,4) e C(1,1,1), determinar x tal que AC ¢ BP sejam ortogonais, sendo
P(z,0,z — 3).

Exercicio 9 Determinar o angulo entre os vetores
a)i=(2,-1,-1) ev=(-1,-1,2).
b)i=(1,-2,1) e =(-1,1,0).



